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Программа составлена учителем математики 

 первой кв. категории Пушкиной И.А.

п. Новохайский 

  ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА
Программа составлена на основе программы для общеобразовательных школ, гимназий, лицеев МО РФ по математике для классов с углубленным изучением математики (издательство Дрофа, М., 2004 г., авторы Г. М. Кузнецова, Н.Г. Миндюк).
В процессе изучения данного элективного курса старшеклассник познакомится с различными методами решения задач с параметрами. Данный курс предусматривает не только овладение различными  умениями, навыками, приемами для решения задач, но и создает условия для формирования мировоззрения ученика, логической и эвристической составляющих мышления. Задачи с параметрами, как правило, относятся к наиболее трудным задачам, носят исследовательский характер. В школьных учебниках по математике таких задач недостаточно. Практика итоговых экзаменов в школе и приемных экзаменов в высшие учебные заведения показывает, что задачи с параметрами представляют для учащихся наибольшую сложность, как в логическом, так и в техническом плане, и поэтому умение их решать во многом предопределяет успешную сдачу экзамена в любое высшее учебное заведение. Старшеклассники, изучившие данный материал, смогут реализовать полученные знания и умения на итоговой аттестации в форме ЕГЭ. Освоив методы и приемы решения задач с параметрами, школьники успешно справятся с олимпиадными задачами.

Ценность задач данного элективного курса – демонстрация их общности с точки зрения исследования  и анализа реальных процессов средствами математики. Значительное место в курсе уделено практической направленности материала, его приложений, мотивации процесса познания. 

Задачи с параметрами в настоящее время включены в программу большинства подготовительных факультативов, а также ряда базовых курсов алгебры и начал анализа в связи с потребностью подготовки учащихся к сдаче вступительных и единых экзаменов. Однако значимость этого курса не ограничивается лишь диагностической ценностью. Умение решать задачи с параметром способствует повышению качества знаний и умений учащихся, интеллектуальному развитию. Задачи с параметрами дают прекрасный материал для настоящей учебно-исследовательской работы. К сожалению, в школьных учебниках таких задач недостаточно. Основная цель курса расширить и углубить знания учащихся по умению решать задачи с параметром.  Курс разработан на основе материалов газеты «Математика» и вступительных экзаменов в различные российские вузы.

Курс рассчитан на 34 часа 

Для реализации целей и задач данного курса предполагается использовать следующие формы занятий: лекции, практикумы по решению задач, семинары. Доминантной же  формой учения должна стать исследовательская деятельность ученика, которая может быть реализована как на занятиях в классе, так и в ходе самостоятельной работы учащихся.  Все занятия должны носить проблемный характер и включать в себя самостоятельную работу. Успешность усвоения курса определяется преобладанием самостоятельной творческой работы ученика. Такая организация занятий способствует реализации развивающих целей курса. 

I. ОРГАНИЗАЦИОННО-МЕТОДИЧЕСКИЙ РАЗДЕЛ

Цель курса: развитие целостной математической составляющей картины мира через  углубление и расширение знаний учащихся по теме «Задачи с параметрами» 

Задачи курса:

- систематизация и углубление знаний по теме «Задачи с параметрами»;

- создание условий для формирования и развития практических умений    учащихся решать задачи  с параметрами, используя различные методы и   приемы;

- развитие логического и творческого мышления;

- развитие умения самостоятельно приобретать и применять знания;

- повышение математической культуры ученика.

В результате изучения курса учащиеся приобретут:

- представление о роли математики в познании мира, математических  методах исследования;

- знания основных  алгоритмов решения задач с параметрами, различных методов и  приёмов решения задач;

- умения: 

· работать с различными источниками информации;

· анализировать результаты, делать умозаключения;

· представлять результат своей деятельности, участвовать в дискуссии;

· решать различными методами задачи с параметрами;

·  выбирать рациональный способ решения;

·  графически представлять результаты.

Календарно – тематическое планирование
	№

урока
	Тема 
	К-во

часов
	Дата
	Дата
факт

	1

2
	Введение
	2
	02.09.2020
09.09
	

	3
	Линейные уравнения 


	1
	16.09
	

	4
	Линейные  неравенства.
	1
	23.09
	

	5
	Уравнения и неравенства, сводящиеся к линейным.
	1
	30.09
	

	6
	Решение задач.

	1
	07.10
	

	7
	Квадратные уравнения и уравнения, сводящиеся к  квадратным
	1
	14.10
	

	8
	Дробно- рациональные уравнения. 

	1
	21.10
	

	9
	Исследование квадратных уравнений


	1
	28.10
	

	10
	Решение задач. 

	1
	11.11
	

	11
	Применение теоремы Виета и ей обратной

	1
	18.11
	

	12
	Решение задач. 



	1
	25.11
	

	13
	Простейшие иррациональные уравнения

	1
	02.12
	

	14
	Простейшие иррациональные уравнения. Решение задач.
	1
	09.12
	

	15
	Простейшие иррациональные уравнения

	1
	16.12
	

	16
	Рациональные неравенства

	1
	23.12
	

	17
	Рациональные неравенства

	1
	30.12
	

	18
	Решение задач. 

	1
	13.01.2021
	

	19
	Тригонометрические уравнения

	1
	20.01
	

	20
	Тригонометрические уравнения

	1
	27.01
	

	21
	Решение задач. 


	1
	03.02
	

	22
	Функционально-графические методы решения задач с параметрами
	1
	10.02
	

	23
	Функционально-графические методы решения задач с параметрами
	1
	17.02
	

	24
	Функционально-графические методы решения задач с параметрами
	1
	24.02
	

	25
	Решение задач. 

	1
	03.03
	

	26
	Самостоятельное решение задач. Графический метод решения. 
	1
	10.03
	

	27
	Уравнения степени выше второй

	1
	17.03
	

	28
	Задачи для самостоятельного решения.

Уравнения степени выше второй
	1
	31.03
	

	29
	Задачи с параметрами в разделе «Элементы математического анализа»
	1
	07.04
	

	30
	Задачи для самостоятельного решения.

 Параметры в математическом  анализе.
	1
	14.04
	

	31
	Семинар: решение задач с параметром, предлагаемых на ЕГЭ.
	1
	21.04
	

	32
	Семинар: решение задач с параметром, предлагаемых на ЕГЭ.
	1
	28.04
	

	33
	Семинар: решение задач с параметром, предлагаемых на ЕГЭ.
	1
	05.05
	

	34
	Семинар: решение задач с параметром, предлагаемых на ЕГЭ. Итоговое занятие. Отчеты по темам.
	1
	12.05
	


Содержание программы
1. Введение (2 ч.)

2. Линейные уравнения и простейшие уравнения вида p(x)/q(x)=0.(4ч.)

3. Квадратные уравнения.(6ч.)

4.Простейшие иррациональные уравнения.(3ч.)

5.Рациональные неравенства.(3ч.)

6.Тригонометрические уравнения.(3ч.)

7.Функционально-графические методы решения задач с параметрами.(5ч.)

8. Уравнения степени выше второй.(2ч.)

9.Задачи с параметрами в разделе «Элементы математического анализа».(2ч.)

10. Семинар: решение задач с параметром, предлагаемых на ЕГЭ.(4ч.)

.
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12. Интерактивный курс подготовки к ЕГЭ «Математика», cd-диск,2020
13. Г.А.Ястребинецкий. Задачи с параметрами
Введение
1.Что такое параметр?

Определение. Параметром называется независимая переменная, значение которой в задаче считается заданным фиксированным или произвольным действительным числом, или числом, принадлежащим заранее оговоренному множеству.

(Независимость параметра заключается в его «неподчинении» свойствам, вытекающим из условия задачи.)

Например:  2а (а –2) = а –2,  где а – произвольное действительное число, т.е. параметр.

2. Что означает «решить задачу с параметром»?

Это зависит от вопроса в задаче. 
Если требуется решить уравнение, неравенство и т. п., то это означает найти ответ для любого значения параметра.

Если надо найти значение параметра, при котором множество решений уравнения и т. д. удовлетворяет какому-то условию, то решение задачи состоит в поиске этих значений.

3. Основные типы задач с параметром.

Тип 1. Задачи, которые надо решить или для любого значения параметра, или для значений параметра, принадлежащих заранее оговоренному множеству.

Тип 2.Задачи, для которых требуется найти количество решений в зависимости от значений параметра.

Тип 3. Задачи, для которых надо найти все те значения параметра, при которых указанные задачи имеют заданное число решений.

Тип 4. Задачи, для которых при искомых значениях параметра множество решений удовлетворяет заданным условиям в области определения.

4. Основные методы решения задач с параметром.

Способ 1. Аналитический. Самый трудный, требующий высокой грамотности и наибольших усилий по овладению им. Способ силового, прямого, «наглого» решения.

Способ 2. Графический. В зависимости от задачи рассматриваются графики или в координатной плоскости (х; у), или в координатной плоскости (х; а).

Графический способ применяют тогда, когда параметр присутствует в уравнении только в качестве слагаемого и не связан с переменной.

Способ 3. Решение относительно параметра. Переменные х и а принимаются равнозначными, и выбирается та переменная, относительно которой аналитическое решение признается более простым. После упрощений возвращаемся к исходному смыслу переменных и заканчиваем решение.

План решения
Множество значений параметра разбиваем на подмножества, на которых происходит качественное изменение уравнения.

Для этого необходимо найти контрольные значения параметра.                                                             ( В дальнейшем будем обозначать К.З.)
Линейные уравнения и неравенства

Уравнение вида ах – b = 0, где а, b – параметры, называется линейным уравнением относительно х. Оно приводится к виду  ах = b.

К.З. находятся при обращении старшего коэффициента в 0.

1. 0х = 0     множество решений.

2. 0х = с     корней нет.

3. kx = b     единственное решение.

Решение примеров.

1.Для каждого значения параметра,  а  найдите решение уравнения.

А).  ах = 5.

Решение.
К.З:   а = 0

Если а = 0, то 0х = 5  корней нет.

Если а ( 0, то х = 
[image: image1.wmf]а

5

 один корень.

Ответ:  при а ( 0  х = 
[image: image2.wmf]а

5

;  при а = 0    корней нет.

Б). ах + 1 (0.

Решение.
К.З.     а = 0 

Ответ:  При а = 0    0х ( -1  множество решений.

             При а ( 0    х ( 
[image: image3.wmf]а
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             При а ( 0    х ( 
[image: image4.wmf]а
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-
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В). 2а (а –2)х = а – 2.

Решение.

К.З.    2а (а-2) = 0,    а = 0,     а = 2.

Ответ:  При  а = 0    0х = -2   корней нет.

             При  а = 2     0х = 0    множество корней.

             При  а ( 0,   а ( 2        х = 
[image: image5.wmf]а
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2
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  один корень.

Г). (а2 – 9)х = а - 3.

Решение.
К.З.   а = 3,   а = -3

Ответ:  При  а = 3     0х = 0    множество решений.

             При  а = -3     0х = -6    корней нет.

             При   а( 3,    а ( -3         х = 
[image: image6.wmf]3

1

+

а

;   один корень.

2. Сколько корней имеет уравнение ах = 3а + 8 при указанных значениях параметра а: а = 10,   а = -2,  а = ¼,  а = 0.

Решение.

х = 
[image: image7.wmf]а

а
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 ,       О.Д.З.  а ( 0.

Ответ:    При а = 10, а = -2, а = ¼       один корень.

               При а = 0    корней нет.

3. При каких значениях параметра а среди корней уравнения 
2ах – 4х – а2 + 4а – 4 = 0  есть корни больше 1?

Решение.
(2а – 4)х = (а – 2)2               К.З.   а = 2.

При  а = 2   0х = 0  множество решений, в том числе и больше 1.

При  а ( 2   х = 
[image: image8.wmf]2
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 .  По условию х ( 1, значит 
[image: image9.wmf]2
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 ( 1, а ( 4.

Ответ:  при а = 2; а Є (4; +().

Задачи для самостоятельного решения.

Блок 1. Простейшие уравнения и неравенства.

	№
	задание
	Ответ

	1.
	х – а = 0
	при а Є R, x = a.

	2.
	5x = a
	при а Є R, х = 
[image: image10.wmf]5

а



	3.
	ах = 0
	при а = 0,  х Є R;   при а ≠ 0,  х = 0.

	4.
	(а – 1)х = 6
	при а = 1  корней нет,  при а ≠ 1,   х = 
[image: image11.wmf]1

6

-

а



	5.
	2ах = 1 - х
	при а = - 0,5  корней нет,  при а ≠ - 0,5  ,   х = 
[image: image12.wmf]1
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1
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а



	6.
	3 – ах = х
	при а = - 1  корней нет,  при а ≠ - 1,    х = 
[image: image13.wmf]1

3

+

а



	7.
	ха2 = а + х
	при а = ± 1 корней нет,  при а ≠ ± 1,   х = 
[image: image14.wmf]1
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	8.
	4а - а2х = 2ах
	при а = 0, х Є R, при а = -2  корней нет, при других а  

х = 
[image: image15.wmf]2
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	9.
	(а2 – 4)х = а2 + а - 6 
	при а = 2   х Є R,  при  а = -2   к.н., при других а   

х = 
[image: image16.wmf]2
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	10
	(а2  - 9)х = 9а2 -10а -51  
	при а = 3  х Є R,  при а = -3  к.н.,    при других а  

х = 
[image: image17.wmf]3
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	11.
	(а2 -5а +6)х = а4 - 16
	при а = 2, х Є R, при а ≠ 2  х = 
[image: image18.wmf]3
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,  при а = 3 к.н.

	12.
	ах <  5
	при а = 0  х Є R,  при а > 0   х < 
[image: image19.wmf]а

5

, при а < 0   х > 
[image: image20.wmf]а
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	13.
	(а – 1)х > 6
	при а = 1 к.н.   при а > 1   х > 
[image: image21.wmf]1
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а

, при а <  1    х <  
[image: image22.wmf]1
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	14.
	2а (а – 2)х <  а - 2
	при а = 2; 0 к.н., при а Є (- ∞;0)U(2;+ ∞)   х <  
[image: image23.wmf]а

2

1

, при др. а   х > 
[image: image24.wmf]а
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1

.

	15.
	( а2 – 9)х > а + 3
	при а = ± 3 к.н., при│а│ > 3   х > 
[image: image25.wmf]3

1

-

а

, при др. а  х < 
[image: image26.wmf]3

1

-

а

.

	16.
	2ах ≤ 1 - х
	при а = -0,5 х Є R, при а > -0,5;  х ≤ 
[image: image27.wmf]1

2

1

+

а

,при а < -0,5 х ≥ 
[image: image28.wmf]1

2

1

+

а




Уравнения вида P(X)/G(X) = 0.
К.З. находятся при обращении старшего коэффициента и знаменателя в 0.
1.Решить уравнение.

А). 
[image: image29.wmf]а

х

х

-

-

9

2

 = 0.

Решение.
К.З.    х ( а.

х2 – 9 = 0,    х = 3,   х = -3.

Ответ:  При  а = 3   х = -3.   При  а = -3  х = 3     При  а ( 3,   а ( -3,    х = 3,  х = -3. 

Б).  
[image: image30.wmf]4

5

2

-

-

-

а

х

ах

 = 0.       О.Д.З.   х ( 2,  х ( -2.

Решение.
(а – 1)х – 5 = 0.     К.З.   а = 1.

При  а = 1   0х = 5,  корней нет.

При  а ( 1,   х = 
[image: image31.wmf]1

5

-

а

;    
[image: image32.wmf]1

5

-

а

 ( 2,     
[image: image33.wmf]1

5

-

а

 ( -2.

                                         а ( 3,5            а ( -1,5.

Ответ:   при а = 1;   а = 3,5;  а = -1,5.  корней нет.

              при  а ( 1;   а ( 3,5;   а ( -1,5.   один корень  х = 
[image: image34.wmf]1

5

-

а

.

В). 
[image: image35.wmf]х

а

а

-

2

 = 3.

Решение.
К.З.  а = 0,  х  2а.

Преобразуем уравнение  а = 6а – 3х,  х = 
[image: image36.wmf]3

5

а

.
При а =0    0 = 3 корней нет.

При а ( 0   х = 
[image: image37.wmf]3

5

а

,       
[image: image38.wmf]3

5

а

 ( 2а,   а ( 0.

Ответ: при а = 0 корней нет.   При  а ( 0  один корень  х = 
[image: image39.wmf]3

5

а

.

Г).   
[image: image40.wmf]1

2

-

+

х

а

х

 – х – 1 = а.           О.Д.З.   х 

Решение.
Преобразуем уравнение к виду  ах = 2а + 1.      К.З.   а = 0.

При а = 0            0 = 1    корней нет.

При  а  0      х = 
[image: image41.wmf]а

а

1

2

+

 .    Учтем О.Д.З.   
[image: image42.wmf]а

а

1

2

+

  1,  а  -1.

Ответ: при  а = 0,  а = -1     решений нет.

             При   а  0,   а  -1   один корень   х = 
[image: image43.wmf]а

а

1

2

+

. 

Д). при каких значениях а сократима дробь: 
[image: image44.wmf]а

х

х

х

+

-

+

12

2


Решение.

[image: image45.wmf]а

х

х

х

+

-

+

)

3

)(

4

(

.

Ответ:  При а = -4; 3. дробь будет сократима.

Задачи для самостоятельного решения.

Блок 2. Дробно-рациональные уравнения.

	№
	задание
	Ответ

	1.
	
[image: image46.wmf]1

-

-

х

а

х

 = 0
	при  а = 1  к.н.,  при а ≠ 1,   х = а.

	2.
	
[image: image47.wmf]а

х

х

+

 = 0
	при  а = 0  к.н.,  при а ≠ 0  х = 0.

	3.
	
[image: image48.wmf]2

а

х

х

-

 = 0
	при а = 0  к.н.,  при а ≠ 0  х = 0.

	4.
	При каких а дробь сократима:


[image: image49.wmf]8

9

)

(

2

2

+

-

-

х

х

а

х


	при  а = 1; 64

	5.
	
[image: image50.wmf]4

3

2

-

-

-

х

х

а

х

 
	при  а = -1; 4.


Зачет № 1
1. Решить уравнение.

1). ах = 1

2). (а – 2)х = а2 –4.

3). (а2 – 4)х = (а + 2)(а – 3).

4). ах – 2х + а = 0.

2. Сколько корней имеет уравнение (а2 –5а + 6)х = а4 – 16 при указанных значениях параметра а:  а = 0,  а = 1,  а = 2,  а = 3,  а = -1.

3. Найдите значения а, при каждом из которых уравнение а(3х – а) = 6х – 4 имеет положительный корень.

4. При каких значениях а среди корней уравнения х – ах + а2 – 1 = 0 есть корни больше 1? 

5. При каких значениях параметра корни уравнения 
[image: image51.wmf]а

х

а

ах

+

+

)

(

 = 2 будут не меньше –1
Квадратные уравнения
Уравнение вида ах2 + bx + c = 0,  где a, b, c выражения, зависящие только от параметров, и а ( 0 называется квадратным уравнением относительно х.

К.З. находятся при обращении в 0 старшего коэффициента и дискриминанта.

10 правил расположения корней квадратного трехчлена
Правило 1. Квадратное уравнение не имеет корней, если D ( 0.

[image: image266.png]Tpenupoeoxnas paboma 2
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Правило 2. Квадратное уравнение имеет два различных корня, если D ( 0.
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Правило 3. Квадратное уравнение имеет два кратных корня, если D = 0.


Правило 4. Квадратное уравнение имеет два корня х1 ( М и х2 ( М, если аf(М) ( 0. (корни разных знаков, если М = 0.)

Правило 5. Квадратное уравнение имеет два разных корня х1, х2 ( (()М, если  D ( 0,  af(M) ( 0, х0 ( (() M. (оба положительные или оба отрицательные, если М = 0) 


Правило 6. Квадратное уравнение имеет один корень внутри интервала (m;M), а другой вне этого интервала, если f(m) f(M) ( 0.

                                                                    Y
                                                         (                         ( 

                                                        m           X1      M           X2    X   

Правило 7. Квадратное уравнение имеет единственное решение х1 = х2 ( М, 

(х1 = х2 ( М), если D = 0, х0 ( M. ( D = 0, х0 ( M).

                                                                    Y
                                                      (
                                                     M                  X0                          X                

Правило 8. Квадратное уравнение имеет разные корни внутри интервала (m;M) или промежутка [m; M], если D ( 0, af(m) ( 0, af(M) ( 0, m ( х0 ( M, или D ( 0, af(m) ( 0, af(M) ( 0, m ( х0 ( M. 


                                     m      X1              X2              M    

                                      (                                     (                             X         

Правило 9. Квадратное уравнение имеет корни вне интервала или промежутка, если af(m) ( 0, af(M) ( 0, или af(m) ( 0, af(M) ( 0.

                                               (         (
                                      X1     m       M        X2                                                            X     

Правило 10а. Квадратное уравнение имеет корни х1 ( m ( х2 ( M, если af(m) ( 0, af(M) ( 0.


                                                         X1             m             X2     M                   

                                                                           (                        (            X       

Правило 10б. Квадратное уравнение имеет корни m ( х1 ( M ( х2, если аf(m) ( 0, af(M) ( 0.

                                          (                             (                                         X                  
                                         m          X1             M                 X2 

Примеры решения задач
Пример 1. При каких значениях  а уравнение  х2 – 2ах + а2 + 2а – 3 = 0
1). Не имеет корней.

2). Имеет корни разных знаков.

3). Имеет положительные корни.

4). Имеет два разных отрицательных корня.

Решение.
1). Корней нет, если D ( 0.

D = -4(2а – 3) ( 0, при а ( 1,5.

2). Корни разных знаков для М = 0 имеем f (0) = а2 + 2а – 3 ( 0, откуда а Є (-3; 1).

3). Положительные корни для М = 0, D ( 0 при а ( 1,5;   f (0) = а2 + 2а – 3 ( 0 
при а Є (-(; -3) ( (1; + ();     (х0)' = а ( 0


                                                                                   -3                0                 1        1,5

                                                                                     (                  (                  (////////                    а        

4).два разных отрицательных корня для М = 0, D ( 0 при а ( 
[image: image52.wmf]2

3


f (0) = а2 + 2а – 3 ( 0 при а Є (-(; -3) ( (1; + ()   (х0)' = а ( 0

                                               
                                                                                   -3                0                 1        1,5

                                                                             ///////                                                                     а        

Ответ: 1). а ( 1,5.      2). а Є (-3; 1).     3). 1 ≤ а ≤ 1,5.       4). А ( -3. 

Пример 2. При каких значениях  а  уравнение  х2 + 2(а – 1)х + а + 5 = 0 имеет хотя бы один положительный корень?

Решение

Если один корень положителен, то 
1. Другой может быть отрицательным. Для М = 0 имеем f(0) = a + 5 ( 0.  a ( -5.

2. Другой корень может равняться 0.Для М = 0 имеем      f(0) = a + 5 = 0.

                                                                                               (х0)' = 1 - а (0 , откуда а = -5.

3. Другой корень может быть положительным. Для М = 0 имеем   
                                              D = a2 – 3a – 4 ≥ 0,

                                              f(0) = a + 5 ( 0.

                                              (х0)' = 1 - а (0,  откуда  а Є (-5; -1(.

Ответ: объединяя все три случая, получаем   а Є (-∞; -1(.

Пример 3. При каких значениях  а  уравнение   х2 + 2(а – 1)х + а - 5 = 0 имеет корни разных знаков, не превосходящих по модулю 5?
Решение
Решим систему 

                                               f(-5) = 30 – 9a ≥ 0                a ≤ 10/3

                                              f(0) = a – 5 < 0,                     a ( 5

                                              f(5) = 11a + 10 ≥ 0.               a ≥ -10/11,   

Ответ: откуда  а Є ( -10/11; 10/3(.

Пример 4. При каких значениях параметра  а  уравнение  х2 – 2ах + 9 = 0  имеет один корень?

Решение

D = 0,  D = 4a2 – 36 = 0, a = ± 3.

Ответ: а = ± 3.
Пример 5. При каких значениях параметра  а  уравнение  ах2 – х + 3 = 0  имеет один корень?

Решение

1.D = 0,  D = 1 – 12а = 0,   а = 
[image: image53.wmf]12

1

.

а = 0,  линейное уравнение имеет один корень.

Ответ:  а = 
[image: image54.wmf]12

1

; 0.

Пример 6. Решить уравнение  (а -1)х2 + 2(2а + 1)x +4а + 3 = 0

Решение
1. Уравнение имеет один корень, если  а – 1 =0,  а = 1.        6х + 7 =0,  х = 
[image: image55.wmf]6

7

-

. Уравнение имеет один корень, если  а ( 1, D = 0, D = 20a + 16 = 0.  a = 
[image: image56.wmf]5

4

-

. 

Ответ:  а = 1; 
[image: image57.wmf]5

4

-

.

2. Уравнение не имеет корней, если D ( 0, т.е.  а ( 
[image: image58.wmf]5

4

-

.

Ответ: а < 
[image: image59.wmf]5

4

-


3. Уравнение имеет два корня, если D ( 0, а ( 
[image: image60.wmf]5

4

-

, а ( 1.

Ответ: а > -4/5; а ( 1.

График квадратного трехчлена
1. Что вы можете сказать о знаках параметров  a, b, c,  если график функции  y = ax2 + bx + c  имеет вид, изображенный на рис.1?  рис.2?

                                 У
       Рис.2.

                                                              Рис.1
                                                                            Х
Решение

1). Ветви параболы направлены вниз, поэтому  а ( 0.  
2).Т.к. парабола пересекает ось У в  точке (0;с), то  с ( 0. 
3).х0 = 
[image: image61.wmf]a

2

b

-

 ( 0 значит  
[image: image62.wmf]a

2

b

 ( 0, b > 0      рис.1.

Решение

1). Ветви параболы направлены вверх, поэтому  а ( 0.  
2). Т.к. парабола пересекает ось У в  точке (0;с), то  с ( 0. 
3). х0 = 
[image: image63.wmf]a

2

b

-

 ( 0, значит  
[image: image64.wmf]a

2

b

 ( 0, b >0 Рис.2.

2. При каких значениях параметра  а корни уравнения (а – 2)х2 – 2ах + а + 3 = 0 положительны?

Решение

1). К.з.   а = 2   х = 
[image: image65.wmf]4

5

 ( 0

2).  а ( 2, тогда D ≥ 0,  т.е. 6 – а ≥ 0,  по теореме Виета  х1х2 = 
[image: image66.wmf]2

3

-

+

а

а

 > 0,
х1 + х2 = 
[image: image67.wmf]2

2

-

а

а

 ( 0 т.к. оба  корня положительны. В результате задача сводится к системе:                                                                                                                                                    

                            
[image: image68.wmf]2

3

-

+

а

а

 > 0,

                             
[image: image69.wmf]2

2

-

а

а

 ( 0

                            6 – а ≥ 0.                      
 из которой находим  а < -3,   2 < а ≤ 6.

Ответ: а < -3,   2 ≤  а ≤ 6.

3.При каких значениях  а корни уравнения (а – 2)х2 – 2ах + а + 3 = 0.  меньше 3?

Решение 
Разделим обе части уравнения на а – 2, получим х2 – 
[image: image70.wmf]2

2

-

а

а

х + 
[image: image71.wmf]2

3

-

+

а

а

 = 0
1).  К.з.   а = 2   х = 
[image: image72.wmf]4

5

 < 3.
2). а ( 2, тогда D ≥ 0, f(3) ( 0. х0 < 3.     Получаем систему:

                      6 – а ≥ 0.                              

                     f(3) = 
[image: image73.wmf]2

15

4

-

-

а

а

 ( 0,

                         х0 = 
[image: image74.wmf]2

-

а

а

.                           
Из которой находим  а < 2,  
[image: image75.wmf]4

15

 < а ≤ 6. 


                                                      Х0                   3          Х

Ответ:  а < 2,  
[image: image76.wmf]4

15

 < а ≤ 6.

4. При каких значениях  а корни уравнения (а – 2)х2 – 2ах + а + 3 = 0.  заключены в интервале (1;3)?

Решение 
Разделим обе части уравнения на а – 2, получим х2 – 
[image: image77.wmf]2

2

-

а

а

х + 
[image: image78.wmf]2

3

-

+

а

а

 = 0
1).  К.з.   а = 2   х = 
[image: image79.wmf]4

5

 этот корень лежит в данном интервале.

2). а ( 2, тогда D ≥ 0,   f(1) ( 0,  f(3) ( 0, 1 < х0 < 3.  получаем систему

                       6 – а ≥ 0.

                      
[image: image80.wmf]2

15

4

-

-

а

а

 ( 0,

                      
[image: image81.wmf]2

1

-

а

 ( 0,

                      1 < 
[image: image82.wmf]2

-

а

а

 < 3.

Из которой находим  а = 2,  
[image: image83.wmf]4

15

 < а ≤ 6.
                                      У


                                                       1        х0      3                  Х

Ответ: а = 2,  
[image: image84.wmf]4

15

 < а ≤ 6.

Задачи для самостоятельного решения.

Блок 3. Исследование квадратных уравнений.

	№
	задание
	Ответ

	1.
	Решить:  

(а – 1)х2 – х + а = 0
	при а = 1  х = 1;  при а Є (-∞; - 0,2)U(1,2; +∞) к.н.                                        при а = -0,2; 1,2   х = 
[image: image85.wmf])

1

(

2

1

-

а

,  при других  а  два корня.

	2.
	ах2 – 2х + а – 1 = 0
	при а = 0  х = 0,5;  при а Є (-∞; - 0,6)U(1,6;; +∞) к.н. 

при а = - 0,6; 1,6  х = 
[image: image86.wmf]а

1

;  при других  а  два корня. 

	3.
	ах2 – 2х + 4 = 0
	при  а = 0,25;  х = 4;  а = 0   х = 2;   при  а ( 0,25 к.н.

при других  а  два корня.

	4.
	При каких  а  уравнение

имеет один корень?

4х2 – 4ах + 1 = 0
	а = ± 1

	5.
	9х2 – 2х + а = 6 - ах
	20 ± 6√5

	6.
	ах2 - 2х + 5 = 0
	0;  
[image: image87.wmf]20

1

.


Блок 4. Применение теоремы Виета и ей обратной. 
	№
	задание
	Ответ

	1.
	x2 – 2bx + b + 6 = 0

найти все  b при которых

уравнение имеет:
	

	
	Отрицательные корни
	(- 6; - 2]

	
	Положительные корни
	[3; +∞)

	
	Корни разных знаков
	(- ∞;- 6]

	2.
	Исследуйте знаки корней.

(а – 2)х2 – 2ах + 2а – 3 = 0
	При  а Є [1; 1,5) оба отрицательны; при а = 1,5  х1 = 0, х2 < 0;

При  а Є (1,5; 2) разные знаки; при  а = 2  х = 0,25;

При  а Є (2; 6] оба положительны.

	3.
	Найти все значения параметра,

при которых один корень

 вдвое больше другого: 

х2 + (2а – 1)х + а2 + 2 = 0
	а = - 4

	
	Разность корней равна 1

х2 + ах + 12 = 0
	а = ± 7

	
	Отношение корней равно 2

х2 + ах + а + 2 = 0
	а = - 1,5; 6.

	4.
	при каких значениях параметра

сумма  квадратов корней уравнения

наименьшая.

х2 + (2 – а) х – а – 3 = 0
	а = 1

	5.
	при каких значениях параметра

оба корня уравнения лежат в 

промежутке (- 1; 1)

4 х2 – 2х + а = 0
	(- 2; 0,25]

	
	Оба больше 1

(а – 1) х2 + 2ах + а – 2 = 0,  а ( 1
	(
[image: image88.wmf]3

2

; 
[image: image89.wmf]4

3

)

	
	3 разделяет корни

х2 – 2(а + 1)х + 4 – а = 0
	(
[image: image90.wmf]7

10

; +∞)

	
	Оба корня положительны

(а + 2) х2 - 2ах +3 а  = 0
	[- 3; - 2)


Зачет № 2
1.  Исследуйте знаки корней:  (а - 3) х2 - 6х + а + 5  = 0    
Ответ:. при а Є [- 6; - 5) оба отрицательны, при а Є (- 5; 3) разных знаков, 
при а Є (3; 4) оба положительны, при а = - 5  х1 = 0, х2 < 0, при  а = 3  х = 
[image: image91.wmf]3

4


2. Найти все значения параметра, при которых разность корней уравнения равна 3

(а - 2) х2 – (а – 4)х - 2  = 0                               Ответ: 1,5; 3

3. Найти все значения параметра, при которых отношение корней равно 1,5

а х2 – (а + 3)х + 3  = 0                                         Ответ: 2; 4,5

4.  При каких значениях параметра сумма  квадратов корней уравнения наибольшая

х2 + (а – 1)х + а2 – 1,5 = 0                                Ответ: - 1

5.  Нарисуйте различные случаи расположения параболы относительно осей координат и в каждом случае ответьте на вопросы о знаках a, b, c, D, f(0).

6.  При каких значениях параметра оба корня уравнения лежат в промежутке (1; 3)

х2 – ах + 2 = 0                                                    Ответ: [2
[image: image92.wmf]2

; 3)

7.  При каких значениях параметра оба корня уравнения больше 3?

х2 – 6ах + 2 – 2а + 9а2 = 0                                  Ответ: (
[image: image93.wmf]9

11

; +∞)

8. При каких значениях параметра 2 разделяет корни?

а х2 + х + 1 = 0                                                     Ответ: (-
[image: image94.wmf]4

3

; 0)

9. При каких значениях параметра оба корня уравнения положительны?

(а - 2) х2 – 2ах + 5а  = 0                                      Ответ: [3; 
[image: image95.wmf]4

15

]

10. При каких значениях параметра уравнение имеет один корень?

(2а – 5)х2 – 2(а – 1)х + 3 = 0                               Ответ: 2,5; 4.

11. Решить для всех значений параметра уравнение: ах2 – х + 3 = 0               
Ответ: при а = 0   х = 3; при а = 
[image: image96.wmf]12

1

  х = 6; при  а > 
[image: image97.wmf]12

1

 к.н., при других а два корня.

12. При каких значениях параметра оба корня уравнения отрицательны?

х2 + (а + 1)х + а +4 = 0                                      Ответ: (5; +∞).

Простейшие иррациональные уравнения
Решение этих уравнений сводится к постепенному переходу от иррациональных к рациональным путем возведения в степень обеих частей уравнения. Решение должно сопровождаться тщательной проверкой.

Прием решения.

1. По определению корня подставить данное значение х  в уравнение.

2. Найти ОДЗ полученного уравнения.

3. Решить полученное уравнение с одним неизвестным (параметром).

4. Сделать проверку.

5. Записать ответ.

1.Решить уравнение (х – 1) 
[image: image98.wmf]а

х

-

 = 0                       ОДЗ:  х – а ≥ 0

Решение
1. Если х1 = 1, то х2 = а.

2. Если а = 1, то х1 = х2 = 1.

Если  а < 1, то х1 = 1 удовлетворяет условию х ≥ а, т.е. является корнем.

Если  а ( 1, то х1 = 1 не удовлетворяет условию х ≥ а, т.е. является посторонним корнем.

Ответ: 1).а < 1, то х1 = 1, х2 = а.           2).а ≥ 1,то х = а.

2.При каких значениях параметра уравнение имеет один корень?

(
[image: image99.wmf]х

 - 2)(х – а) = 0        О.Д.З.:    х ≥ 0

Решение
1. Если х1 = 4, то х2 = а.

2. Если а = 4, то корень будет единственный.

3. Если а < 0, то корень будет единственный

Ответ: уравнение имеет один корень, при а < 0 или а = 4.

3. Решить уравнение: 
[image: image100.wmf]1

2

+

х

 = 4х + а

Решение

ОДЗ:  х ≥ - 
[image: image101.wmf]2

1

. Воспользуемся методом замены переменной.

Заменим корень на  у, и преобразуем уравнение   у = 2(у2 – 1) + а.    у ≥ 0.

2у2 – у + (а – 2) = 0.   D = 17 – 8a.  a = 2,125.

1. При а > 2,125  к.н.

2. При а = 2,125  у = 0,25  значит х = - 
[image: image102.wmf]32

15

.

3. При  а < 2,125  два корня  у = 
[image: image103.wmf]4

1

D

±

, причем  
[image: image104.wmf]4

1

D

-

 ≥ 0, решая неравенство, получим, что  а Є[2; 2,125].

4. Решить уравнение: 
[image: image105.wmf]1

2

-

х

 = а – х                

Решение

ОДЗ:  а – х ≥ 0;  х ≤ а.

Возведем обе части в квадрат: х2 -1 = (а – х)2,   2ах = а2 + 1,  х = 
[image: image106.wmf]а

а

2

1

2

+

, где а ( 0.

Найдем значения, при которых х ≤ а.   
[image: image107.wmf]а

а

2

1

2

+

 ≤ а.

1.          а ( 0,                   а ( 0
             а2 + 1 ≤ 2а2.         а2 ≥ 1

                                                        .                    -1       0       1                а                   а ≥ 1.

2.          а < 0,                   а < 0,

             а2 + 1 ≥ 2а2.         а2 ≤ 1

                                                         .                    -1       0       1                а                  -1≤ а ≤.
Ответ: при а Є [-1; 0] U [1;+∞)  ,  х = 
[image: image108.wmf]а

а

2

1

2

+

 

Рациональные неравенства

1.При каких значениях а неравенство х2 - 2ах + 9 ( 0 выполняется для всех х?
Решение:

                                      У 

                                                                                                -3                3

                                                                                                                                        A
Т.к. а ( 0, ветви параболы направлены вверх, значит корней нет, D < 0.   4а2 – 36 < 0. -3 < a < 3

Ответ:  -3 < a < 3. 

2.При каких значениях параметра неравенство ах2 + 2(а + 1)х + 2а + 2 ≤  0 выполняется для всех  х?

Решение

                                                                                       -1                0                 1                  а

Т.к. у ≤  0, то ветви параболы направлены вниз, значит а < 0, D ≤ 0. 
4(а + 1)2 – 4а(2а + 2) ≤ 0, 4а2 + 8а + 4 – 8а2 – 8а ≤ 0, -4а2 + 4 ≤ 0,     а ≤ -1,    а ≥ 1

Ответ: а ≤ -1.
3.При каких значениях параметра неравенство (х3 – 8)(а – х) ≥ 0 имеет один корень?

Решение

Преобразуем неравенств к виду   (х – 2)(х2 + 2х +4)(х - а) ≤ 0.

Т.к.  х2 + 2х +4 > 0 при всех  х (D < 0), то получим неравенство  (х – 2)(х – а) ≤ 0.

1. Если  а = 2, то  (х – 2)2 ( 0, откуда х = 2.

2. Если  а ( 2, то при  а< 2    имеем  а ≤ х ≤ 2.

при а > 2   имеем  2 ≤ х ≤ а. 

Ответ: один корень при а = 2.

4.При каких значениях параметра решением неравенства (х – а)2(х – 3)(х + 1) ≤ 0.

служит сплошной промежуток?

Решение
Применим метод интервалов. К.т.  х = а, х = 3, х = -1.


                 1).     +            +                      −                  +
                               а                -1                         3         Х

при  а < -1,   -1 ≤ х ≤ 3, х = а.

                 

                          +             −                  −                  +

                 2).           -1               а                 3                  Х
при  -1  < a < 3,   -1 ≤ х ≤ 3.


                           +            −                  +              +
                 3).          –

                               -1               3                 a                 X
при  а > 3,   -1 ≤ х ≤ 3, х = а.


                 4).          +                    −                   +
                                        -1                         3                 Х

при  а = -1 имеем неравенство (х + 1)3(х – 3) ≤ 0, откуда-1 ≤ х ≤ 3.


                 5).          +                    −                   +
                                        -1                         3                 Х

при  а = 3 имеем неравенство (х + 1)3(х – 3) ≤ 0, откуда-1 ≤ х ≤ 3.

Ответ: -1 ≤ а ≤ 3.

5.При каких значениях параметра во множестве решений неравенства 
(1 – х) (х – а) ≥ 0.содержиться 5 целых чисел?

Решение
Преобразуем неравенство   (х – 1)(х – а) ≤  0.  К.т.  х = 1,  х = а.

                          

                          1).           +          −                  +
                                        а                 1                           Х

при  а < 1,     а ≤ х ≤ 1, т.е. 1,0,-1,-2,-3.      -4 < а ≤ -3

                     2).

                                           +          −                  +
                                        1                 а                           Х

при  а < 1,     1 ≤ х ≤ а, т.е. 1,2,3,4,5.   5 ≤ а <6.

Ответ: -4 < а ≤ -3; 5 ≤  а <6.
6.При каких значениях параметра неравенство 
[image: image109.wmf]а

х

а

х

-

-

-

1

2

 < 0 выполняется для всех  х из отрезка   [1; 2]

Решение

1. Если  а = 2а + 1, то 
[image: image110.wmf]а

х

а

х

-

-

 < 1    к.н.
                           2).
                                         а       1                 2                2а + 1   Х
При  а < 2a + 1,      a < 1,    

                           2 < 2a + 1.

½ < a < 1.

                            3).
                                   2а +1       1                 2                а    Х
При  а < 2a + 1,          a > 2,    

                               1 > 2a + 1.       корней нет.

Ответ: 
[image: image111.wmf]2

1

 < a < 1.
Задачи для самостоятельного решения.

Блок 5. Исследование квадратных неравенств.

	№
	Задание
	Ответ

	1.
	Решить для всех значений а

х2 -2ах + 1 > 0
	при | а | > 1 x Є R; при а = 1  х = 1;  при  а = -1 х = -1

при др. а   х Є (-∞; а - 
[image: image112.wmf]1

2

-

а

)U(а + 
[image: image113.wmf]1

2

-

а

;+ ∞);

	2.
	х2 -4ах + 9 ≤ 0
	при | а | > 1,5  к.н. при  а = ±1,5   х =  ±3;

при др.  а  х Є [2а - 
[image: image114.wmf]9

4

2

-

а

; 2а + 
[image: image115.wmf]9

4

2

-

а

]  

	3.
	aх2 + (а + 1)х + 1 > 0
	при а = 0  х > -1;    при а = 1  х Є (-∞; -1)U(-1; +∞);

при а > 1  х Є (-∞; -1)U(
[image: image116.wmf]а

1

-

; +∞);

при  а < 0  х Є (-1; 
[image: image117.wmf]а

1

-

)

при  а Є (0; 1)  х Є (-∞;
[image: image118.wmf]а

1

-

)U(-1; +∞);

	4.
	При каких  а  неравенство 

выполняется для всех  х?

х2 – (а + 2)х + 8а + 1 > 0
	(0; 28).

	5.
	
[image: image119.wmf]24

1

х2 + ах – а + 1 > 0
	(
[image: image120.wmf]2

1

-

;
[image: image121.wmf]3

1

).

	6.
	При каких значениях   а

нер-во не имеет решений?

ах2 + (2а + 3)х + а - 1 ≥ 0
	(-∞; 
[image: image122.wmf]16

9

-

).

	7.
	(4 – а2)х2 + 2(а + 2)х – 1 > 0
	(-∞;-2].


Зачет №3.

1. При каких значениях параметра  а  неравенство (х – а) (х – 2) ≤ 0 имеет одно решение?

Ответ: а = 2.

2. Решить для всех значений параметра      ах2 – (а + 2)х + 2 ≤ 0
Ответ:1). при а = 0   х ≥ 1;    при а = 2   х = 1;

2). при а > 2   х Є [
[image: image123.wmf]а

2

; 1]

3). при  а Є (0; 2)   х Є [1; 
[image: image124.wmf]а

2

]

4).при  а < 0   х Є [-∞;
[image: image125.wmf]а

2

]U(1; +∞);

3. При каких  а  неравенство ах2 +2(а + 1)х + 2а + 2 > 0 выполняется для всех  х?

Ответ: 0 < a < 1.

4. Решить для всех значений параметра.

(а – 1)х2 + 2(2а+ 1)х + (4а + 3) ≤ 0

Ответ:1). при а < 
[image: image126.wmf]5

4

-

  множество решений.

2).при  а = 
[image: image127.wmf]5

4

-

  множество решений.

3). при   
[image: image128.wmf]5

4

-

 < a < 1   два корня.

4)при    а = 1     х ≤ 
[image: image129.wmf]6

7

-


5). при а > 1     [x2; x1] 

5. При каких  а  неравенство ах2 + 4ах + а + 3 < 0 выполняется для всех  х?

Ответ:  (-∞;-4).

6. При каких  а  неравенство ах2 - 4ах - 3 ≤ 0 выполняется для всех  х?

Ответ: [-0.75; 0]

7.  При каких значениях параметра  а  неравенство не имеет решений?

А)        х2 + 2ах + 1 < 0

Ответ: [-1; 1].

Б)        ах2 + 4ах + 5 ≤  0

Ответ: [0; 1,25).

Тригонометрические уравнения

1.Решить уравнение  sin x = 3a – 2

Решение
1.Если    -1 ≤ 3a – 2 ≤  1, т.е. 
[image: image130.wmf]3

1

 ≤  a ≤  1,  то х = (-1)narcsin(3a – 2) + πn.

2.Если  а < 
[image: image131.wmf]3

1

;  a > 1, то корней нет.

2.Решить уравнение сos2x = 2a – 1

Решение
По формуле понижения степени получим   сos2х = 4а – 3. Далее рассуждаем, как в первом примере.

3.При каких значениях параметра уравнение 
[image: image132.wmf]3

 sin x + сosx = a имеет корни.

Решение
Преобразуем уравнение к виду  2(
[image: image133.wmf]2

3

 sin x + 
[image: image134.wmf]2

1

 сosx) = а, или   sin(х + 
[image: image135.wmf]6

p

) = 
[image: image136.wmf]2

а

.

Ответ:  -1 ≤ 
[image: image137.wmf]2

а

 ≤  1,      -2 ≤ a ≤  2.

4.При каких значениях параметра уравнение sin2x = a  имеет 5 корней в промежутке [0;2π]  

Решение
1. Если а < -1; a > 1, то корней нет,

2  Если а = -1, то  sin2x = -1,  х = - 
[image: image138.wmf]4

p

 + πn. Данному промежутку принадлежит только два корня: 3 
[image: image139.wmf]4

p

 и 7 
[image: image140.wmf]4

p

, что не соответствует условию.

3.Если а = 1, то sin2x = 1,  х = 
[image: image141.wmf]4

p

 + πn. Данному промежутку принадлежит только

два корня, что не соответствует условию.

4.Если -1 ≤ a ≤  1, только при а = 0 будет 5 значений. sin2x = 0,  х = 
[image: image142.wmf]2

n

p

.Данному промежутку принадлежат корни: 0; 
[image: image143.wmf]2

p

; 
[image: image144.wmf]2

3

p

; π; 2π.

Ответ: а = 0.

5.Решить уравнение  (5а – 1) сosx = 2а + 3
Решение
1. Если а = 
[image: image145.wmf]5

1

, то  0 = 2а + 3  корней нет.

2. Если а ( 
[image: image146.wmf]5

1

, то  сosх = 
[image: image147.wmf]1

5

3

2

-

+

а

а

,  -1 ≤ 
[image: image148.wmf]1

5

3

2

-

+

а

а

 ≤  1, решим методом интервалов. Преобразовав, получим: 
[image: image149.wmf]1

5

3

4

-

-

а

а

 ≤  0, 
[image: image150.wmf]1

5

2

7

-

+

а

а

 ≥ 0.
                               −                           +                      −
                        -2/7               1/5                       4/3                Х
            +               −                       +

Ответ:1). если а Є (-∞; -
[image: image151.wmf]7

2

]U[
[image: image152.wmf]3

4

;+∞), то х = ±arccos
[image: image153.wmf]1

5

3

2

-

+

а

а

 + 2 πn.

            2).если а Є (-
[image: image154.wmf]7

2

;
[image: image155.wmf]3

4

), то корней нет.
6.Решить уравнение  (а2 – 1) sin x = а + 1

Решение
1.Если а = 1, то  0 = 2,  к.н.

2. Если  а = -1, то  0 = 0,  множество корней.

3. Если а ( ±1, то sin x = 
[image: image156.wmf]1

1

2

-

+

а

а

 = 1/(а – 1).  -1 ≤ 
[image: image157.wmf]1

1

-

а

 ≤ 1, решим методом

интервалов. Преобразовав, получим: 
[image: image158.wmf]1

2

-

-

а

а

 ≤  0,      
[image: image159.wmf]1

-

а

а

 ≥  0.


                               +                      -                     +

                                               0                 1                2                                     Х

                                       -                                   +                     -
Ответ:1). если а Є (-∞; -1)U(-1; 0]U[2;+∞),то  х = (-1)karcsin 
[image: image160.wmf]1

1

-

а

 + πk,  k Є Z.

           2).если  а = -1, множество корней.

           3).если  а Є (0;2), то  к.н.

7.Найти все целые значения параметра, для каждого из которых уравнение имеет решения.  5 - 4 sin2х - 8 сos2 
[image: image161.wmf]2

х

 = 3а

Решение
Преобразовав, получим  4 сos2x - 4 сosx – 3 – 3а = 0. Пусть сosx = t. где -1 ≤ t ≤  1, 

Получим     4t2 - 4t – 3 – 3a = 0    Найдем все значения  а, при которых: 
1. оба корня принадлежат [-1;1];

2. хотя бы один корень принадлежит [-1;1];

Рассмотрим три случая возможного расположения параболы.

1).        D ≥ 0,

        f(-1) ≥ 0,

        f(1) ≥ 0.

                                                                                                                                                                                       

       64 + 48а ≥ 0.

       5 – 3а  ≥ 0,                        f(-1)                                 f(1)

       -3 – 3а ≥ 0.

                                                    -1       t1              t2       1                 t
       
[image: image162.wmf]3

4

-

 ≤ а ≤ - 1. 

2).              D ≥ 0, 

                  f(-1) ≥ 0,

                   f(1) ≤ 0.                 f(-1) 

                a ≥ 
[image: image163.wmf]3

4

-

                          -1       t1     1        t2                      t

                 a ≤ 
[image: image164.wmf]3

5

,
                 a ≥ -1.                                            f(1)

            -1 ≤ a ≤ 
[image: image165.wmf]3

5


3).           D ≥ 0, 

                f(-1) ≤  0,

                f(1) ≥ 0.

                a ≥  
[image: image166.wmf]3

4

-

,                                                           f(1)        

                 a ≥ 
[image: image167.wmf]3

5

,                                    t1          -1      t2     1            t
                 a ≤ -1.                                          f(-1)
         Корней нет.

Если а Є [
[image: image168.wmf]3

4

-

; 
[image: image169.wmf]3

5

], то уравнение имеет решение. Целые значения  а = -1; 0; 1.

1. а = -1.    t = 0; 1.     сosx = 0                         или       сosx = 1

                                   х = 
[image: image170.wmf]2

p

 + πn, n Є Z.                    x = 2 πk, k Є Z.

2. a = 0     t = 
[image: image171.wmf]2

1

-

; 
[image: image172.wmf]2

3

.      сosx = 
[image: image173.wmf]2

1

-

             или        сosx = 
[image: image174.wmf]2

3


                                          x = ± 
[image: image175.wmf]3

2

p

 + 2πp, p Є Z.        к.н.
3. а = 1      t = -0,8; 1,8.       сosx = -0,8            или                              сosx = 1,8

                                             х =  ±arccos(-0,8) + 2πm, m Є Z.              к.н.

Ответ: 1). если  а = -1,то  х = 
[image: image176.wmf]2

p

 + πn, n Є Z.  x = 2 πk, k Є Z. 2).если  а = 0, то  
x = ± 
[image: image177.wmf]3

2

p

 + 2πp, p Є Z.  3).если  а = 1, то х =  ±arccos(-0,8) + 2πm, m Є Z.

8.Найти все  значения параметра, для каждого из которых уравнение имеет решения.

сos4х – (а + 2) cos2х – а – 3 = 0

Решение
Пусть   cos2х = z,     0 ≤ z ≤ 1.    z2 – (a + 2)z – a – 3 = 0.    D = (a + 4)2 ≥ 0,   z = -1; a + 3.

1. z = -1 не удовлетворяет условию ,  0 ≤ z ≤ 1.

2. 0 ≤ а + 3 ≤ 1, -3≤ а ≤ -2; cos2х = a + 3,  cosх = ± 
[image: image178.wmf]3

+

а

, х = ±arccos 
[image: image179.wmf]3

+

а

 + πn, n Є Z.

Ответ:1). при   -3≤ а ≤ -2       х = ±arccos 
[image: image180.wmf]3

+

а

 + πn, n Є Z.

           2). при    а < -3 или a > -2 корней нет.

Задачи для самостоятельного решения.

Блок 6. Тригонометрические уравнения.

	№
	Задание 
	Ответ

	1.
	Решить для всех   а

(а2 – 9) sin x = а + 3
	а Є (-∞; -3)U(-3; 2]U[4;+∞), то х = (-1)karcsin 
[image: image181.wmf]3

1

-

а

 + πk,      k Є Z.

а = -3, то х Є R.      a Є (2; 4), то к.н. 

	2.
	a2 tgx + 7 = 25tgx + a + 2
	a ( ±5, то х = arctg 
[image: image182.wmf]5

1

+

а

 + πk, k Є Z.

a = 5,  то х Є R. кроме х = 
[image: image183.wmf]2

p

 + πn, n Є Z. 

а = 5, то к.н.

	3.
	Найти все целые  а для

которых есть корни.

2 sin2 x + 6 cos2х/2 = 5 – 2а
	а =0, то х = 
[image: image184.wmf]2

p

 + πn, n Є Z.                    

а = 1, то x = ± 
[image: image185.wmf]3

2

p

 + 2πp, p Є Z.        

а = 2, то х = ±arccos(-0,8) + 2 πk, k Є Z.



	4.
	2 - 8sin x/2cosх/2 - 2cos2х  =4а 
	а = 0, то х = πn, n Є Z. и х =  
[image: image186.wmf]2

p

 + 2πm, m Є Z.

a = 1, то х = (-1)k + 1arcsin 0,7 + πk,  k Є Z

а = 2, то х = - 
[image: image187.wmf]2

p

 + 2πn, n Є Z.               

	5.
	4 cos2х – 4(а + 2) cosх + а2 + 4а = 0
	-2 ≤ а ≤ 2, то х =  ±arccos
[image: image188.wmf]2

а

 + 2πm, m Є Z.

-6 ≤ а ≤ -2, то х =  ±arccos
[image: image189.wmf]2

4

+

а

 + 2πk, k Є Z.

a < -6 или a > 2, то к.н.    

	6.
	Найти все целые  а для

которых есть корни

1 + а cosх = а2 + 2а + 1
	-3; -2; -1; 0.


Зачет № 4.
1. Решить для всех  а:    3 cosх = 4а + 1

Ответ: 1). а Є [-1; ½], то х =  ±arccos
[image: image190.wmf]3

1

4

+

а

 + 2πm, m Є Z. 

2).а Є (-∞; -1)U(
[image: image191.wmf]2

1

;+∞),  к.н.

2.Найти все целые  а для которых есть корни:     2 - 2 cos2х = 3а + 4 sin x 

Ответ: 1). а = 0, то х = πn, n Є Z    и   х =  
[image: image192.wmf]2

p

 + 2πm, m Є Z.

2).a = 1,то х = (-1)k + 1 
[image: image193.wmf]6

p

 + πk,  k Є Z
3). а = 2, то х = (-1)larcsin 0,8 + πl,  l Є Z
3.  Решить для всех   а:     sin2 x – 4a sin x + 4a2 – 2 = 0

Ответ:1). -3≤ а ≤ -2, то       х = (-1)karcsin (2а + 5) + πk,  k Є Z 

2).2≤ а ≤ 3, то           х = (-1)karcsin (2а - 5) + πk,  k Є Z 

3).При других нет корней.

4. Решить для всех   а:   sin x - 
[image: image194.wmf]а

 = cos2х + 2

Ответ: 1).а = 0, то х = 
[image: image195.wmf]2

p

 + πn, n Є Z.                    

2).а ( 0, то  к.н.

5.Решить для всех   а:    sin4 x + (a – 6) sin2 x – 4(a – 2) = 0  

Ответ: 1).1≤ а ≤ 2, то х = ±arccos
[image: image196.wmf]а

-

2

 + πk, k Є Z.

2).а < 1 или а > 2  к.н.

Функционально-графические методы решения задач с параметрами

Графический метод решения особенно эффективен, когда нужно установить, сколько корней имеет уравнение в зависимости от параметра а.

1.Сколько корней имеет уравнение | | х| - 2| = а при различных значениях параметра 
Решение
Построим график функции    у = | | х| - 2| 
                          3                                    у = а, а > 2

                                                                                                 у = 2

                                                                                             у = а, 0 < a < 2     

                                         0                                                      у = 0

                                                                                                 у = а, а < 0.
Ответ:1). если  а < 0, то к.н.

2).если  а = 0,  а > 2, то два корня

3). если  а = 2, то три корня

4).если  0 < a < 2, то четыре корня.    
2. Сколько корней имеет уравнение | х2 - 2|х| - 3| = а при различных значениях а?

Решение: Построим график функции у = | х2 - 2|х| - 3 |     
                                                      5  
                                                                                                                            у = а, а > 4
                                                         4                                                                    y = 4

                                                                                                                         y = а, 3 < a < 4

                                                                                                                            у = 3

                                                      3                                                                     y = a, 0 < a < 3

                                                                                                                    y = 0

                                                                                                                           y = a, a < 0

Ответ:1). a < 0, к.н.;      2). a = 0, a > 4  два корня;      3). 0 < a < 3, a = 4 четыре корня;

4). а = 3  пять корней;       5). 3 < a < 4  шесть корней.  
3.Решить уравнение  |х - 1| + |х - 3| = а

Решение

Построим график функции у = | х - 1| + |х - 3| 

Построение:

- -                + -            + +

           1                 3  

1. у = 1 – х + 3 – х = -2х + 4

2. у = -1 + х – х + 3 = 2

3. у = 2х - 4

                            3                                           y = a, a > 2


                            2                                           y = 2

                            1                                         y = a, a < 2.

                                  1               3         Х 

Ответ:1).  a < 2, к.н.      2).  а = 2,   х Є [1; 3]         3).  a > 2,  x = 
[image: image197.wmf]2

4

а

±

 
4. Сколько корней имеет уравнение (а – 1)х2 – 4(а – 1)х + 3а – 4 = 0 при различных значениях параметра  а?

Решение

Выразим  а = 
[image: image198.wmf]3

4

4

4

2

2

+

-

+

-

х

х

х

х

       ОДЗ: х ( 1,  х (3

Горизонтальная асимптота равна 1, т.к. lim
[image: image199.wmf]3

4

4

4

2

2

+

-

+

-

х

х

х

х

 = 1; вертикальные асимптоты 
х = 1, х = 3; а((х) = -2х + 4,  х = 2 – точка максимума; пересечение с осью ОУ в точке (0; 
[image: image200.wmf]3

4

)
                                                                  1

                                                                             1                 3                  Х

Ответ:1). 0 < a ≤ 1,  к.н.;    2).  a > 1,  a < 0  два корня    3). а = 0 один корень
5. Сколько корней имеет уравнение | х - 4| = ах + 2 при различных значениях   а?

Решение

1. x < 4    a = 
[image: image201.wmf]х

4

 – 1    гипербола                             
2. х > 4    а = 1 – 
[image: image202.wmf]х

4

     гипербола   

                                                         А
                                                          1

                                                                                                 4                                     Х

                                                         -1 

Ответ: 1) -1 ≤ а < 0 к.н.    2).  0 < a < 1  два корня     3).а ≥ 1, а = 0, а < -1  один корень.

6. Сколько корней имеет уравнение 
[image: image203.wmf]х

 = х – а при различных значениях параметра а

Решение
у = 
[image: image204.wmf]х

     у( = 
[image: image205.wmf]2

1


[image: image206.wmf]х

= 1   х0 = 
[image: image207.wmf]4

1

    а0 = -
[image: image208.wmf]4

1


у = х – а     k = 1  угол наклона прямой равен 450

                                               У

                                            у = х – а, а < a0                  y = x, a = 0

                                               а0                                         

                                                                                                  Х
            y = x – a0                          y = x – a,  a > 0

Ответ: 1). a > 0,  а = а0  один корень

       2).a < a0 к.н.

       3). а0 < a ≤ 0   два корня.

7. Сколько корней имеет уравнение 
[image: image209.wmf]|

1

-

x

|

|

x

|

1

-

 = -х + а при различных значениях параметра  а?

Решение

Построим графики функций левой и правой части данного уравнения. 
                                                              У
                                                         2

                                                          1

                                                  -1               1        2       3                  Х

                                                         -1 

Ответ:1). а ≤0, а ≥2   один корень          

      2).  0 < a < 2     два корня.

8.При каких значениях параметра уравнение х2 + а | х - 2| = 0 имеет три корня?

Решение

Приведем уравнение к виду  х2 = -а | х - 2| 

Построим графики у = х2   и  у = - а | х - 2| 

                                                    У
                                                                          2                                 Х

                                                    -2

Ответ:  а ≤ 8.

9. Сколько корней имеет уравнение х + 1 = а| х - 1| при различных значениях параметра  а?

Решение
Приведем уравнение к виду  а = 
[image: image210.wmf]|

1

-

x

|

1

+

х

.          
Построим график.

                                                      У

  

                                                     5 

                                                     4

                                                     3

                                                     2

                                                     1

       -5      -4      -3      -2       -1                1        2       3       4       5         Х 

Ответ: 1). а ≤ -1   корней нет;     

            2).  -1 < a ≤ 1    один корень    

            3). а > 1  два корня.

10. Сколько корней имеет уравнение 
[image: image211.wmf]4

 – х2 = х + а при различных значениях параметра  а?

Решение

Построим  графики функций     у = 
[image: image212.wmf]4

 – х2   полуокружность,  у = х + а  прямая.

                                                              У

                   y = х + а, а > a0 
                                                              В

                                                               2

                                                   М                                           y = x - 2

                                                                                                        y = x + a, a < -2

                                       С                        О      

                                             -2                                  2                       Х
            y = x + a0

                                   y = x + 2
Найдем а0. ОС = ОВ = а0, ОМ = 2, значит ОВ = ОМ
[image: image213.wmf]2

, т.е. а0 = 2
[image: image214.wmf]2


Ответ: 1). а < -2, а > 2
[image: image215.wmf]2

    к.н.         

            2).  -2 ≤ а < 2,  а = 2
[image: image216.wmf]2

    один корень 

            3).  2 ≤ а < 2
[image: image217.wmf]2

   два корня.

Задачи для самостоятельного решения.

Блок 7. Графический метод решения.

	№
	задание
	Ответ

	1.
	Сколько корней имеет ур-ие

х + 2 = а | х - 1|
	а ≤ -1, к.н.    -1 < а ≤ 1  один корень;   а > 1  два корня  

	2.
	| х + 1| = а (х – 1)
	а ≤ -1, а > 1, а = 0,  один корень;        -1 < а < 0,  два корня;

0 < а ≤ 1, к.н.

	3.
	2| х | - 1 = а (х – 1)
	а ≤ -2, а > 2, а = 1,  один корень;    

-2 < а < 1 ,  два корня; 1 < а ≤ 2 к.н.

	4.
	При каких значениях

параметра уравнение имеет 

три корня   ах2 + | х - 1| = 0
	а = -
[image: image218.wmf]4

1



	5.
	При каких значениях

параметра уравнение имеет 

один корня  |3 х + 3| = ах + 5
	-3 ≤ а ≤ 3


Зачет № 5

Сколько корней имеет уравнение при различных значениях параметра  а?

1. | ( х ( - 3| = а                   
Ответ:1). а < 0, к.н.      2).а = 0, а > 3,  два корня

          3). а = 3    три корня     4). 0 < а < 3   четыре корня.

2. | х + 1| + | х + 2 | = а         
Ответ:1). а < 1  к.н.       2).а = 1   множество корней из [-2; -1]   3). a > 1  ,  два корня

3.( х2 - 4( х ( + 3( = а           
Ответ:1).а < 0 к.н.        2).а = 0, а < 3    четыре корня

           3).0 < а < 1  восемь корней    4).а = 1  шесть корней

           5). а = 3  три корня                 6). а > 3 два корня.

4. .( х2 - 6( х ( + 5( = а         
Ответ:1).  а < 0 к.н.       2). а = 0, 4 <  а <  5   четыре корня 

           3).0 < а < 4    восемь корней    4). а = 4   шесть корней        5). а = 5  три корня     

           6). а > 5   два корня 

5. | 3х + 6| = ах + 2              
Ответ: 1).а  ≤ -3, а > 3, а = 1  один корень

            2). -3 <  а <  1  два корня.

6. х4  – 2х2 + 3 = а               
Ответ: 1).а <  2 к.н.      2). а = 2, а > 3     два корня

            3). а  = 3   три корня       4). 2 <  а <  3  четыре корня 

7. х3 – 3х2 + 2 = а                
Ответ: 1). а > 2, а <  -2  один корень         

            2). а = 2, а = -2  два корня    3).  -2 <  а <  2 три корня

8. 3х2 – х3 = а                      
Ответ:1). а > 4, а <  0    один корень  2). а = 4, а = 0   два корня    
           3).  0 <  а <  4  три корня

Уравнения степени выше второй

       Иногда уравнения можно рассматривать как квадратные не только относительно одной из своих неизвестных, но и относительно параметра. Рассмотрим этот метод.

Задача 1. Найти все значения параметра, при которых уравнение 
(х2 – а) = 6 х2 – 4х – 2а имеет три корня.

Решение
Преобразуем уравнение к виду  а2 + 2а(1 - х2) + х4 - 6 х2  + 4х = 0

Корни этого уравнения:  а = х2 + 2х – 2,   а = х2 – 2х.   Построим эти параболы.


                                                              У
                                                              2
                                                              1

                                   -3      -2      -1                 1       2       3             Х           а = -3/4      

                                                              -1                                                        а = -1  

                                                              -2

                                                              -3

Ответ: а = 
[image: image219.wmf]4

3

-

;  а = -1.
Задача 2. Найти число корней в зависимости от параметра.

х4 – 10х3 – 2(а – 11) х2 + 2(5а + 6)х + 2а + а2 = 0

Решение

Преобразуем уравнение к виду 

а2 + 2(1 - х2 + 5х) а + х4 + 10х3 + 22 х2 + 12х = 0

Корни уравнения,  а = х2 – 4х – 2,  а = х2 – 6х.     Построим эти параболы.  


                              А 

                           -1           2       4        6        8            х
                              -2 

                              -4

                              -6

                              -8

Ответ:  1). а < -9  к.н.             2)  а = -9  один корень      3) -9 < a < -6 два корня          

4) а = -6; -5  три корня      5) -6 < а < -5, а > -5 четыре корня.

Задача 3. Найти число корней в зависимости от параметра   х4 – 2а х2 + а2 – 1 = 0

Решение

Преобразуем уравнение к виду   а2 – 2а х2 + х4 – 1 = 0

Корни уравнения:   а = х2 – 1,     а = х2 + 1      Построим эти параболы.  

                                                 а
                                                 2                                        
                                                 1

                               -2       -1                1        2            х

                                                 -1

Ответ: 1) а < -1  к.н.   2)   а = -1   один корень     3) -1 < а < 1 два корня      

            4)  а = 1  три корня       5) а > 1 четыре корня.

Задача 4. При каких значениях параметра уравнение х4 + (1 – 2а) х2 + а2 – 1 = 0

имеет четыре корня?

Решение

Заменим    х2 = t, получим        t2 + (1 – 2a)t + а2 – 1 = 0

Первоначальное уравнение имеет четыре корня тогда, когда полученное квадратное уравнение имеет два различных положительных корня, т.е.

                                     D = -4а + 5 > 0,

                                      t(0 = 
[image: image220.wmf]2

1

2

-

а

 >  0.

                                      f(0) = а2 – 1 > 0.

Ответ:  a Є (1; 
[image: image221.wmf]4

5

)

Задача 5. При каких значениях параметра уравнение х4 + (1 – 2а) х2 + а2 – 1 = 0 имеет три корня?

Решение

Заменим    х2 = t, получим  t2 + (1 – 2a)t + а2 – 1 = 0

Первоначальное уравнение имеет три корня тогда, когда полученное квадратное уравнение имеет один положительный корень и один корень равный 0, т.е.

                                           t0 = (2a – 1) > 0,

                                          f(0) = а2 – 1 = 0.

Ответ:  a = 1. 

Задача 6. При каких значениях параметра уравнение х4 + (1 – 2а) х2 + а2 – 1 = 0

имеет два корня?

Решение

Заменим    х2 = t, получим  t2 + (1 – 2a)t + а2 – 1 = 0

Первоначальное уравнение имеет два корня тогда, когда полученное квадратное уравнение имеет либо один положительный  и один отрицательный корни (1), либо один кратный положительный корень (2).

                                        1).  f(0) = а2 - 1< 0,  откуда:  a Є (-1; 1)

                                  2).   

                                                    t0 = (2a – 1) > 0,

                                                    D = -4а + 5 = 0,     откуда  а = 
[image: image222.wmf]4

5


Ответ: a Є (-1; 1) U {
[image: image223.wmf]4

5

}

Задача 7. При каких значениях параметра уравнение х4 + (1 – 2а) х2 + а2 – 1 = 0

имеет один корень?

Решение

Заменим    х2 = t, получим         t2 + (1 – 2a)t + а2 – 1 = 0

Первоначальное уравнение имеет один корень тогда, когда полученное квадратное уравнение имеет один неположительный корень и корень равный 0, т.е.

                                          t(0 = 
[image: image224.wmf]2

1

2

-

а

 ≤  0.

                                          f(0) = а2 – 1 = 0.

Ответ:  а = -1

Задача 8. При каких значениях параметра уравнение х4 + (1 – 2а) х2 + а2 – 1 = 0

не имеет  корней?

Решение

Заменим    х2 = t, получим     t2 + (1 – 2a)t + а2 – 1 = 0

Первоначальное уравнение не имеет корней тогда, когда полученное квадратное уравнение само не имеет  корней (1), а также когда его возможные корни отрицательны (2)

                                     1). D = -4a +5 < 0,  откуда  а > 
[image: image225.wmf]4

5


                                     2). 

                                              t(0 = 
[image: image226.wmf]2

1

2

-

а

 <   0.

                                               f(0) = а2 – 1 >  0.      
откуда  а < -1

Ответ: a Є (-(; 1)U(
[image: image227.wmf]4

5

;+∞)

Задача 9. При каких значениях параметра уравнение sin2x + (1 – 2а) sinx + а2 – 1 = 0

не имеет корней?

Решение

Заменим    sinx = t, получим   t2 + (1 – 2a)t + а2 – 1 = 0

Первоначальное уравнение не имеет  корней тогда, когда полученное квадратное уравнение 

1). Само не имеет корней.

2). Его возможные корни меньше -1.

3). Его возможные корни больше -1.

4). Имеет корни х1 < -1 и х2 > 1.

1). D = -4a + 5 < 0,  откуда  а > 
[image: image228.wmf]4

5

.

2).       t(0 = 
[image: image229.wmf]2

1

2

-

а

 < -1,

          f (-1) = а2 + 2a – 1 > 0,   откуда  а < -1 - 
[image: image230.wmf]2

.

3).       t(0 = 
[image: image231.wmf]2

1
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а

 > 1,
          f (1) = а2 - 2a + 1 > 0,   откуда  a Є (
[image: image232.wmf]2

3

; +∞)


4).    f (-1) = а2 + 2a – 1 <  0,   

         f (1) = а2 - 2a + 1 <  0,   корней нет.

Ответ: a Є (-∞;- 1 - 
[image: image233.wmf]2
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Задачи для самостоятельного решения.

Блок 8. Уравнения степени выше второй.

	№
	задание
	Ответ

	1.
	Найти значения параметра при которых уравнение 

имеет три корня

(2 х2 –а)2 = 13х2 + 6х – 2а
	А = 
[image: image235.wmf]8

9

-

; 
[image: image236.wmf]8

7

-



	2.
	Найти значения параметра при которых уравнение 

имеет четыре корня

х (х + 1)(х + а) (х + 1 + а) = а2
	( а | > 
[image: image237.wmf]5

 + 2, | а | < 
[image: image238.wmf]5

 – 2

	3.
	Найти значения параметра при которых уравнение 

имеет  корни

tg2x + tgx – a = 0
	[-0.25;+()

	4.
	Найти значения параметра при которых уравнение 

не имеет  корней

2х4 – 2ах2 + а2 – 2 = 0
	(-(;-
[image: image239.wmf]2

)U(2;+ ()

	5.
	Найти значения параметра при которых уравнение 

не имеет  корней

25х + (а + 4)5х – 2а2 – 10а – 12 = 0
	[-3;-2]


Зачет № 6.

1. При каких значениях параметра уравнение (а + 2х)2 = х4 + 4х +  2а – 1 имеет три корня?

Ответ: а = 0; 1; 2.

2. Найти число корней в зависимости от параметра  х4 – 4х2 + 4а – а2 = 0

Ответ: 1) а < 0, а > 4, а = 2    два корня      

а = 0, а = 4, 0< а < 2, 2< а < 4 три корня

3. Найти число корней в зависимости от параметра х3 – ах2 – 2х – 2а2х – 2а = 0

Ответ: при любом значении параметра три корня.

4. При каких значениях параметра уравнение х4 – 4х2 = а имеет четыре корня?

Ответ: (-4;0)

5. При каких значениях параметра уравнение sin4x + cos2x – a = 0 не имеет  корней?

Ответ: (-∞;
[image: image240.wmf]4
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Задачи с параметрами в разделе «Элементы математического анализа»

1.  При каком  значении параметра касательная к графику функции у = ах2 + 5х + 4

в точке х = 1 образует с осью х угол 1350?

Решение
k = tg1350 = -1

y( = 2ax + 5,      k =y((1) = 2a + 5 = -1,   a = -3.

Ответ: а = -3.

2.  При каких  значениях параметра функция у = ах3 + 3ах2  + 6х + 7 возрастает на всей числовой оси?

Решение

y( = 3ах2 + 6ах + 6 ≥ 0,     при условии     
     3а > 0

     D  < 0.
D = 36a2 – 72а < 0  ,      а = 0,  а = 2.   


                     +          -              +
                                 0            2                               х
Ответ: 0 < а < 2.

3. При каком значении параметра функция у = 2х3 – 6а2 х + 3 имеет минимум в точке х = 3?

Решение
y( = 6х2 – 6а2 = 6(х – а) (х + а) = 0

При а = 0, y( = 6 х2 ≥ 0, т.е. функция возрастающая, минимум в точке х = 3 иметь не

может.
При а ( 0,  а > 0  х = а - точка минимума, т. е  если а = 3 ,то х = 3 точка  минимума.  
                                                                +            -            +               y(
                                                                                                             Х 
                                                                     -a                a                  y 
При а ( 0,  а < 0 х = - а - точка минимума, т. е если а = -3 ,то х = 3 точка  минимума.
                                                                +            -            +               y( 
                                                                                                             Х 
                                                                     a                -a                  y 
Ответ:  а = 3, а = -3.

4. При каком значении параметра а > 0 площадь криволинейной трапеции, ограниченной линиями у = 
[image: image241.wmf]х

1

, х = 1, у = 0, х = а, равна 2?

Решение: Задача сводится к решению уравнения   ∫dx/x = 2, откуда находим  а = е2.

5.При каких значениях параметра наименьшее значение функции у = х3 -12х + а  на [1;3] равно 0?

Решение

у(1) = -11 + а,       у(3) = -9 + а,   y( = 3 х2 – 12 = 0,  х = ± 2.


                                                  +          -                 +               

                                                      -2      1        2                3              х 
у(2) = -16 + а, т.к.  в точке х = 2 – минимум, то в ней и наименьшее значение функции, значит  -16 + а = 0,    а = 16.
Ответ:  а = 16

6. При каких значениях параметра наименьшее значение функции у = х + еа – х 
равно 4
Решение
y( = 1 - еа – х = 0,  а – х = 0, а = х.

                                        -                 + 

                                                  а                               х 
т.к. в точке х = а – минимум, то в ней и наименьшее значение функции, значит у (а) = а + 1 = 4,  а = 3.

Ответ:  а = 3

7. При каких  значениях параметра функция у = х3 + 3 х2 + ах  возрастает на всей числовой оси?

Решение
y( = 3 х2 + 6х + а >  0,   D = 36 – 12а = 0,  а = 3.

                                                    +                -                   D
                                                                                               а
                                                             3
1). Если а ≥ 3, то D ≤ 0,  y( > 0  функция возрастает.

2). Если а < 3, то D > 0, уравнение имеет два корня, функция не монотонна.

Ответ: а ≥ 3.

8. При каком значении параметра прямая у = ах – 7 касается параболы 
у = 2х2 – 5х + 1?

Решение

Уравнение касательной    у = (4х0 – 5)х – 2х02 + 1

                    – 2х02 + 1 = -7, 
                      4х0 – 5 = а.    

х0 = ± 2,  а = 3,   а = -13.       

Ответ: а = 3,   а = -13.       

9. При каком значении параметра прямая у = 2х + 6 касается графика функции 
у = 
[image: image242.wmf]х

а

х

-

2

?

Решение
Найдем уравнение касательной.  

1).  у0 = 2 – 
[image: image243.wmf]0

х

а


2).   y( = 
[image: image244.wmf]2

х

а


3).   y((х0) = 
[image: image245.wmf]2

0

х

а


4).  у = 2 – 
[image: image246.wmf]0

х

а

 + 
[image: image247.wmf]2

0

х

а

(х – х0) = 
[image: image248.wmf]2

0

х

а

 х + 2 – 2
[image: image249.wmf]0

х

а


       
[image: image250.wmf]2

0

х

а

 = 2,                           а = 2 х02                     х = -1, 
         2 – 2
[image: image251.wmf]0

х

а

 = 6.                 -4 
[image: image252.wmf]0

2

0

х

х

 = 4.                  а = 2.

Ответ: а = 2. 

Задачи для самостоятельного решения.

Блок 9. Параметры в математическом  анализе.

	№
	задание
	Ответ

	1.
	При каком значении параметра прямая 4х + у + 3 = 0 касается графика функции  у = 
[image: image253.wmf]х

а

х

-

2


	а = -2

	2.
	При каком значении параметра прямая 16х + у – 13 = 0; касается графика функции  у = 
[image: image254.wmf]2

2

х

х

а

+


	а = 1

	3.
	При каких  значениях параметра функция у = х3 + ах2 + 3х + 21

убывает на всей числовой оси?
	а Є R

	4.
	При каких значениях параметра наименьшее значение функции 

у = 2х3 – 6а2 х + 3 равно 0?
	

	5.
	При каком значении параметра функция у = х + еа – х  имеет максимум в точке х = 3?
	


Зачет № 7.

1.При каком значении параметра прямая 4х + у - 6 = 0 касается графика функции 

у = 
[image: image255.wmf]х

а

х

-

2

?

Ответ:   а = -1.

2. При каком значении параметра касательная к графику функции у = х3 – ах

в точке х = 1 проходит через точку (2;3).
Ответ: а = 0,5; -1.

3. При каких  значениях параметра функция у = 2х3 – 3а2 х + 7 возрастает в интервале (а – 1, а + 1)?

Ответ: а ≤ -1, а ≥ 2.

4. При каком значении параметра функция у = х3 – 3а х2 + 27х – 5 имеет одну стационарную точку?

Ответ: а = ± 3.

Решение задач с параметром, предлагаемых на ЕГЭ

1. При каких  значениях параметра уравнение log32x – (2a + 3)log3x + a2 + 3a = 0 имеет два различных корня, равноудаленных от точки х = 42?

Решение
Пусть   log3x = t, тогда уравнение примет вид t2 – (2a + 3)t + a2 + 3a = 0, 

его корни   t = a + 3; a.

log3x = a + 3 или     log3x = а

х1 = 3а + 3                  х2 = 3а.     

Точка х = 42 является серединой отрезка. По формуле координаты середины отрезка: 
[image: image256.wmf]2

3

3

3

а

а

+

+

 = 42,   откуда  а = 1.

Ответ:  а = 1.

2. При каких  значениях параметра уравнение (2а + 3)х2 + (а + 3)х + 1 = 0

а)  имеет хотя бы один корень

б) число различных корней равных числу различных корней уравнения:


[image: image257.wmf]3

3

1

21

1

2

+

-

=

-

+

х

а

х


Решение
а) 2а + 3 = 0,   а = -1,5. один корень.

D = 0, если 2а + 3 ( 0,    а = -1, 3.

б) (2х + 1)(
[image: image258.wmf]3

-

х

 + 3). = 21 –а.

Построим графики функций  1). у = (2х + 1)(
[image: image259.wmf]3

-

х

 + 3). и  2).у = 21 –а.
1. ОДЗ  х ≥ 3, у( > 0, функция возрастает, у(3) = 21, у = 21 –а 
2. прямая, 21 – а ≥ 21, значит  а ≤ 0

                                         у 
                                 21

3 х

Объединим решения  а) и б)

                                                                                               -1,5       -1          0          3           а

Ответ: а = -1,5; -1.

3. При каких  значениях параметра уравнение 6sin3x = a – 5cos2x не имеет корней?

Решение

Пусть   sinx = t, где -1 ≤ t  ≤ 1, тогда уравнение примет вид 6t3 – 10t2 + 5 = 0. 

Рассмотрим функцию у = 6t3 – 10t2 + 5,   у( = 18t2 – 10t = 0.    t = 0; 
[image: image260.wmf]9

5

.

                                                           +           -              + 
                                                 -1             0            5/9              1            t     

y(-1) = -11,   y(1) = 1,   y(0) = 5

Ответ: (-∞; -11)U(5; +()

4. При каких целых значениях параметра уравнение х2(х – 4) +а = 0 имеет три корня?

Решение

Построим графики функций      у = х2(х – 4)            и    у = - а. 

1). у = 3х3 – 4х2,  у( = 3х2 – 8х = 0,    х = 0; 
[image: image261.wmf]3
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При х = 0, у = 0. при у = 0,  х = 0; 4

При х = 
[image: image262.wmf]3

8

,  у = -9,5
             +                        -              +           

                             0                   8/3            х

                          max                min 

                                                               у    
                                                                               8/3      х  

                                                           -9,5

При -9,5 < - a < 0 , 0 < a < 9,5 

Ответ: 1,2,3,4,5,6,7,8,9.

5. При каких  значениях параметра уравнение ( sinx  ( = (cosx ( + a имеет целые положительные корни?

Решение
                                                                                                            |cosx|

                                                                1

                             |sinx|

Ответ:  а = 1.

1) После работы с рекомендованной литературой самостоятельно изучить тему с последующей презентацией:

· «Нестандартные» задачи с параметрами

· Квадратный трёхчлен, расположение корней квадратного трёхчлена

· Решение уравнений и неравенств с помощью методов: интервалов, неопределённых коэффициентов, оценок (по выбору)

· Параметр как неизвестная величина

· Абсолютная величина и параметр

· Неравенство с параметром как математическая модель

· Уравнение с параметром как математическая модель

(Учащиеся могут предложить и свою тему)

2) Построение проекта выхода из поставленной проблемы занятия.

3) Построение метода, позволяющего решить предложенную задачу.

4) Конструирование задач на изучаемую тему курса.

ЛИТЕРАТУРА:

14. Алтынов П.И. «Алгебра. Тесты.» издательство Дрофа, Москва, 2003г.

15. Алтынов П.И.«Контрольные и зачетные работы по алгебре», Москва,2003

16. Горнштейн П.И., В.Б. Полонский, М.С. Якир, под редакцией Г.В. Дорофеева «Задачи с параметрами», «Илекса»-«Гимназия», Москва-Харьков,2003г.

17. Денищева Л.О. и другие «Единый государственный экзамен. Математика»- учебно-тренировочные материалы для подготовки учащихся,»Интеллект-центр», 2007

18. КИМы по математике 2011-2013,  «Просвещение»,М.,
19. Под редакцией Сканави М.И. «Сборник конкурсных задач по математике», М, «Оникс 21 век», «Мир и Образование», 2003г.

20. Приложение к «1 сентября» МАТЕМАТИКА.

21. Прокофьев А.А, Кожухов И.Б. «Математика. Задачи и решения», Махаон, М, 2006г.

22. Фальке Л.Я. и другие «Изучение сложных тем курса алгебры в средней школе», М., Илекса, Ставрополь «Сервисшкола», 2002

23. Черкасов О.Ю., А.Г. Якушев «Математика: интенсивный курс подготовки к экзамену», Айрис-Пресс, Москва,2003г.
24. Шахмейстер А.Х. Задачи с параметрами в ЕГЭ. – С.-Петербург, М., издательство Московского университета «ЧеРо на Неве», 2006 г.
25. Электронный учебник «Алгебра 7 – 11».
26. Интерактивный курс подготовки к ЕГЭ «Математика», cd-диск,2012
27. Г.А.Ястребинецкий. Задачи с параметрами
Контрольно – измерительные материалы по теме «Решение уравнений, неравенств с модулями  и параметрами»

[image: image263.png]Tpenupososnas paboma 1

1.CKOTBKO PaSTHWHAX KOPHE HMeeT ypasHeRie
24* (x+1) = hx » sasucmocts or amavemna mapanerpa k?

2. CrobKO PasTHWHMX KOpHEH HMeeT ypasHeHse
(x+8)(x+1)(x-2) =k (z+1) » sasmemmocrn
or amawemmii mapamerpa k?

3./l% K&MZOro SHAEHHS mApAMeTPa G HAMIETe WHCIO KopHel
ypasmemna 2 (4x-1)a’ ~(14x-11)a+5(x-1)=0.

4. Hafttn Bce 3HANeHMS NAPAMETPS G , NPH KOTOPRIX.
ypasmerms x’+4x-3a+7=0 n x* +Tx-5a+15=0
EMeroT XoTA Gi OAME OOmUEH KOpEHB.

5. Hafigure Bee SHANGHES HADAMETPA G , TDH KOTOPHX

* mMeI0T X0T% 61 OFEE

= x+2a

B SABHCHMOCTH OT 3HANEHEA mapamerpa a?

7. TIpe kaxwx sHAYEHEAX mapaMerpa a # 4 AGCIHCCH Beex
obmax rovex rpaguxon Gymcuait f (x) = £ +8x +da’
B g(x)=x"+2ax+64 me Gomme a’?

8. Hafigure Bce SRAYEHNMS NAPAMETPA 4 , NPH KOTOPHX
Gonsmuk kopems ypasmesms x° —(8a-T7)x+164> -28a =0
10 pa Gonbime, wen ero MeBIEH Kopemb.

9. Hafigure Boe IHAUEHNA NaPaMeTDA @, NPH KOTOPHIX
Gonumk xopers ypasHemms
% ~(14a-8) x +49a* ~21a +2 =0 memzme 8.

10. Hafigare Boe smAwémNA NAPAMETPA @, IPK KOTOPHX KOPEE
ypasmens (x-2a) +(x-4a) =242 commerpmamm
oTHOCRTeNLHO TORKE ¥ = 3.

11 Halizure nce smavemss NapaMerpa @, IpH-KOTOPMX
ypasmerne [10x +7a - 5| =[3x +2a - 1| umeer asa
PASTMUHLIX KOPRA, PABHOYARIGHRLX OT TOUKH X =

12. Haligmre Bce SHANeHHA HAPAMETPA P, MPH KOTOPHX
ypasmerme x* +(36-2p) x* ~12px +2p’ =0 mmeer
PamEORATBENe KODHH.






[image: image264.png]Tpenupoeounas paboma 3

1. HaiifuTe BCe 3HAYEHNA ImapaMeTpa 4, PN KOTOPHIX
x2-5x-6
x*~(a-1)x-a
ofbeUHEHHe ABYX HEIeDeceKalonUxcs HHTEPBAJIOB.

pelIeHHAEeM HePaBeHCTBA <0 saBaserca

2. Hajigure Bce 3HAYEHUA IapaMeTpa @, IPM KOTOPHIX

‘ x%-(a-1)x-a
pemreHneM HePaBEHCTBA <0 aBagerca

. x*~(a-5)x—5a
obbexnureHNe ABYX HeIepeceKalOIHXCA HHTePBAJIOB.

3. Ilpm ao6oM 3HaYeHHH IapaMeTpa 4 PeInHTe

HepaBeHCTBO

>4a.
x-4a -

4. l'Ipn‘ a000M 3HAYEHMH HapaMeTrpa 4 penIuTe

3
> -

HepaBeHCTBO
P ax-a 4

5. Halinure BCe 3HAYEHHMA mapaMeTpa @, IPH KOTOPHX

' (x—a-1)(x~2a-2) '
PelleHVeM HepPABEHCTBA (#+2a)(37+20) < 0 aBngercs

obbenuHeRHe HHTEPBaJ A K TOYKH, HE npnnannexcameﬁ

HHTePBANY ¥ He SBAMIONIeHCcA ero KOHIOM.

6. IIpu Kakmx 3HAYEeHHAX IApAMeTPa @ YACTHIO pPelleHHA

HepaBeHCTBA 2ax+3 < 4 apnaerca ayd [—7; oo) ?
S5x—4a




Тренировочная работа № 4
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29,12 def+8 = 2 4l by
30.Jx? + 24l - ot - A = [2- 2.




Критерии оценивания контрольно-измерительных материалов

Каждое задание тренировочных работ № 1 – № 4 оценивается 3 баллами.

	Баллы
	Критерии оценивания

	3 балла
	Приведена верная последовательность всех шагов решения:

1)  найдена область определения функции (при необходимости)

2) рассмотрены все случаи параметра а

3) неравенства решены обобщенным методом интервалов

4) обоснованы все моменты решения

5) все преобразования и вычисления верны. Получен верный ответ

	2 балла
	Приведена в целом верная, но, возможно, неполная  последовательность шагов решения.

В шаге 3) допустимо нахождение знаков функции без полного обоснования обобщенного метода интервалов. Обоснованы ключевые моменты. Допустима одна-две  описки и/или негрубая вычислительная ошибка , в результате чего может быть получен неверный ответ

	1 балл
	Общая идея, ход решения верны. Обоснован ключевой момент 1). Допустимы негрубые ошибки в вычислениях или преобразованиях. В результате этих ошибок может быть получен неверный ответ.

	0 баллов
	Все случаи решения, которые не соответствуют вышеуказанным критериям выставления оценок в 1 – 3 балла


Задания Группы А КИМа оцениваются 1 баллом, задания Группы  Б – 2 баллами

	Баллы
	Критерии оценивания

	 2 балла
	Приведена верная последовательность всех шагов решения:

1)  нахождение области допустимых значений  или преобразование данных уравнений в равносильную им систему 

2) решение уравнения или полученной системы. все тождественные преобразования и вычисления верны. Получен верный ответ

	1 балл
	Приведена верная  последовательность шагов решения.

Допустима одна  описки и/или негрубая вычислительная ошибка , в результате чего может быть получен неверный ответ

	0 баллов
	Все случаи решения, которые не соответствуют вышеуказанным критериям выставления оценок в 1 – 2 балла
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